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「中高生にも雰囲気だけは伝わるように」レジュメを作成したつもりである．そのた

め，厳密さに欠ける表現が多く含まれるが，ご容赦いただきたい．
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§ 1 確率分布の概念

問 1 硬貨を 2回投げたとき，表が出た回数X とそれに対応する確率 P の関係を下

の表と棒グラフで表しなさい．

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 計

P

0 1 2 3 4 5 6 7 8
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平均E(X)と分散 V (X)を求めなさい．

E(X) =

V (X) =

X = aとなる確率を P (X = a)，a 5 X 5 bとなる確率を P (a 5 X 5 b)のように

表します．P (1 5 X 5 2)を求めなさい．また，この値は棒グラフのどの面積と一致す

るか．

P (1 5 X 5 2) =

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
【計算・メモ欄】
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問 2 硬貨を 7回投げたとき，表が出た回数X とそれに対応する確率 P の関係を下

の表と棒グラフで表しなさい．

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 計

P

※棒グラフに表す際，計算が大変なので電卓を用いてよい！

0 1 2 3 4 5 6 7 8

3



平成 27年度　数学科リレー講習「統計入門」 ４日目

平均E(X)と分散 V (X)を求めなさい．

E(X) =

V (X) =

X = aとなる確率を P (X = a)，a 5 X 5 bとなる確率を P (a 5 X 5 b)のように

表します．P (4 5 X 5 6)を求めなさい．また，この値は棒グラフのどの面積と一致す

るか．

P (4 5 X 5 6) =

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
【計算・メモ欄】
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今までの例のように，確率変数のとり得る値と，その値をとる確率との対応を示した

ものを，その確率変数の確率分布または単に分布といい，確率変数X はこの分布に従

うという．

（離散型）確率分布の性質

　確率変数X のとる値が x1, x2, · · · , xnであるとき，P (X = xi) = piとおけば，

1⃝ pi = 0

2⃝ p1 + p2 + · · ·+ pn = 1

　が成り立つ．

　

以下のような表を，確率分布表という．

X x1 x2 x3 · · · xn 計

P p1 p2 p3 · · · pn 1
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§ 2 二項分布

一般に，異なる n個のものから，順序を問題にしないで，r個を取り出して１組とし

たものを n個から r個をとる組み合わせといい，その総数を nCrで表す．

nCr =
n!

r!(n− r)!
=

n× (n− 1)× · · · × (n− r + 1)

r × (r − 1)× · · · × 1

（ただし，n! = n× (n− 1)× · · · × 1を，nの階乗という．）

問 3 硬貨を 7回投げたとき，表がちょうど 3回出る確率をもう一度求めなさい．*1

問 4 サイコロを 6回ふるとき，１の目がちょうど２回出る確率を求めなさい．

*1 問 2 の P (X = 3) に等しい．
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定義 （二項分布）nは正の整数，pは 0 < p < 1をみたす定数，q = 1− pとする．

確率変数X のとる値が 0, 1, 2, · · · , nで，

P (X = r) = nCrp
rqn−r (r = 0, 1, 2, · · · , n)

であるとき，この確率分布のことを，確率 pに対する次数 nの二項分布といい，B(n, p)

という記号で表す．

定理 1 二項分布B(n, p)にしたがう確率変数Xの平均，分散は，平均 E(X) = np，

分散 V (X) = npq (ただし，q = 1− p) で与えられる．

問 5 B(2, 0.5)，B(7, 0.5)それぞれにおいて，定理 1の公式を用いて平均，分散を求

めなさい．
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イメージしやすいようにグラフをいくつか載せておく．

図 1 B(5, 0.2) 図 2 B(10, 0.2)

図 3 B(5, 0.5) 図 4 B(10, 0.5)

図 5 B(5, 0.8) 図 6 B(10, 0.8)
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§ 3 ポアソン分布

問 6 長さ nの線分に n個の粒子を落とすことを考える．（つまり，単位長さあたり

の平均は 1個である．）どこに落ちるかは均等と仮定する．

n

λ

このとき，長さ λの特定の線分の上にちょうど r個の粒子が落ちる確率を求めなさい．

[ヒント]１個の粒子がそこに落ちる確率は λ
n
である．*2

ここで，nを限りなく大きくして，無限に長い線分（直線！）に無限に多くの粒子を落

とすことを考える．単位長さ当たりの平均は 1個という割合は変えないものとすると，

どんな分布になるだろうか？　 99K 定理 3

*2 この事実は感覚的に明らかだと思うが，後でもう少し詳しくみる．

9



平成 27年度　数学科リレー講習「統計入門」 ４日目

定義 （ポアソン分布）λを λ > 0をみたす定数とする．

確率変数X のとる値が 0, 1, 2, · · · で，

P (X = r) = e−λλr

r!
(r = 0, 1, 2, · · · )

であるとき，この確率分布のことを，ポアソン分布といい，Po(λ)という記号で表す．

定理 2 ポアソン分布Po(λ)にしたがう確率変数Xの平均，分散は，平均 E(X) =

λ，分散 V (X) = λ で与えられる．

イメージしやすいようにグラフをいくつか載せておく．

図 7 Po(1) 図 8 Po(2)

図 9 Po(3) 図 10 Po(10)

eはネイピア数といい，e = 2.718281828459045235360287471352 · · · という無理数で
ある．自然対数の底として知られる．
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ポアソン分布の有用性は，次の定理に依る． 問 6 を思い出そう．

定理 3 （二項分布のポアソン近似）二項分布B
(
n, λ

n

)
において，nを限りなく

大きくすると，ポアソン分布 Po(λ)に近づく．

近づいている様子をプロジェクターにて確認します！

問 6 ，定理 3から，ポアソン分布 Po(λ)とは，「1区画あたり平均１個の粒子を落と

したとき，特定の λ個の区画上に実際に r個落ちる確率」とみることができる．つまり，

• ある素材の単位面積あたりの傷の数

• ぶあつい本の中にある１ページごとのミスプリント数

などはポアソン分布に従う．
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§ 4 連続確率分布

問 7 数直線の 0 5 X 5 10の部分に 1個の粒子を落とすことを考える．0 5 X 5 10

のどこに落ちるかは均等と仮定する．落ちた位置X とそれに対応する確率 P の関係を

下の表とグラフで表しなさい．*3

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 計

P

上のグラフを見れば，縦軸が P (X = 5)などを表しているわけではないが，面積を考え

ることで P (2 5 X 5 5)などがわかる．

*3 問 6 で，１個の粒子がそこに落ちる確率は λ
n
だという [ヒント] を用いたがそれについて考えている．
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一般に，ある区間に属するすべての実数値をとる確率変数を連続型確率変数といい，

これに対して，とびとびの値だけをとる確率変数を離散型確率変数という．

定義 （確率密度関数）連続型確率変数X において，α 5 X 5 βとなる確率が，

P (α 5 X 5 β) =

∫ β

α

f(x)dx

のように表される場合，関数 f(x)をX の確率密度関数という．

確率密度関数の性質

　連続型確率変数X の確率密度関数を f(x)とおけば，

1⃝ f(x) = 0

2⃝
∫∞
−∞ f(x)dx = 1

　が成り立つ．

　

問 7 のように定数関数（一定の値をとる関数）の確率密度関数で定義される分布を

一様分布という．一般に確率密度関数は，ぐにゃっとした曲線のグラフになることが多

く，その例を次のページから紹介する．
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§ 5 正規分布

定義 （正規分布）確率密度関数 f(x)が，

f(x) = 1√
2πσ

e−
(x−m)2

2σ2 (−∞ < x < +∞)

で与えられる確率分布を正規分布といい，N(m,σ2)で表す．ただし，σ > 0とする．

定理 4 正規分布N(m,σ2)にしたがう確率変数Xの平均，分散は，平均 E(X) =

m，分散 V (X) = σ2 で与えられる．

イメージしやすいようにグラフをいくつか載せておく．

図 11 N(40, 100) 図 12 N(40, 400)

図 13 N(60, 100) 図 14 N(60, 400)

πは円周率で，π = 3.141592653589793238462643383279 · · · という無理数である．
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定義 （標準正規分布）

平均 0，分散 1の正規分布 N(0, 1)のことを標準正規分布という．標準正規分布の確

率密度関数は f(x) = 1√
2π

e−
x2

2 である．

定理 5 X が正規分布 N(m,σ2) をもつ確率変数であるとき，確率変数 Z =
X −m

σ
の確率分布は標準正規分布N(0, 1)である．

定理 5により，標準正規分布の特徴が分かっていれば，すべての正規分布を調べるこ

とができることを意味している．

いわゆる「正規分布表」は正の数 zに対し，Q(z) =
∫∞
z

1√
2π

e−
x2

2 dxの値を表にし

たものである．この表を用いることで，正規分布に従う事象の確率を簡単に計算するこ

とができる．
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定理 6 X が正規分布N(m,σ2)をもつ確率変数なら，次が成り立つ．

P (m− σ 5 X 5 m+ σ) = 0.6827

P (m− 2σ 5 X 5 m+ 2σ) = 0.9545

P (m− 3σ 5 X 5 m+ 3σ) = 0.9973

また，次が成り立つ．

P (m− 1.645σ 5 X 5 m+ 1.645σ) = 0.9000

P (m− 1.96σ 5 X 5 m+ 1.96σ) = 0.9500

P (m− 2.58σ 5 X 5 m+ 2.58σ) = 0.9900

定理 6は，定理 5と正規分布表から得られる．

問 8 正規分布にしたがっていると考えれば，偏差値 70以上の生徒は全体の何パー

セントいるか．（ヒント：偏差値とは平均 50，標準偏差 10に調整したものである．）
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定理 7 （ド・モアブル－ラプラスの定理）

平均と分散がそれぞれ等しい二項分布と正規分布は似ている．

次のグラフはB(100, 0.3)の分布と，N(30, 21)の確率密度関数のグラフである．

定理 7のステイトメントはかなりざっくりと書いたが本当はもっと厳密であり，きち

んと証明できる．
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問 9 箱 A、箱 Bにはどちらも数字が書かれたカードが入っています．箱 Aには，0

が 4枚，1が 4枚，2が 1枚入っています．また，箱Bには，0が 1枚，1が 3枚，2が 3

枚，3が 1枚入っています．箱A，箱 Bからそれぞれ１枚ずつカードをひくとき，数字

の和X + Y と，それに対応する確率 P の関係を下の表と棒グラフで表しなさい．

X 0 1 2 計

P 4
9

4
9

1
9

1

Y 0 1 2 3 計

P 1
8

3
8

3
8

1
8

1

X + Y 0 1 2 3 4 5 6 7 8 計

P

0 1 2 3 4 5
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平均E(X + Y )と分散 V (X + Y )を求めなさい．

E(X + Y ) =

V (X + Y ) =

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
【計算・メモ欄】

なお，正規分布N
(
13
6

, 43
36

)
の密度関数のグラフがうすーくかいてありますが気に

しないように．
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問 9 では，ある２つの分布X, Y に対し，X + Y の分布を考え，それがたまたま正

規分布に近くなっていた．
:::::
２つの場合では一般には成り立たないが，どんな分布でも，

:::::::::::::::
何度も何度も足し合わせることで正規分布に近くなるという大定理が知られている．

定理 8 （中心極限定理） X1, X2, · · ·Xn が独立な確率変数で，それぞれの平均

と分散が一定範囲にとどまっているならば，n が大きいとき，確率変数 X =

X1 +X2 + · · ·+Xnの分布は，X1, X2, · · ·Xnの分布のいかんにかかわらず，正規

分布に近い．

この定理から，自然界に正規分布に近い分布がしばしば現れることが説明される．

　

X = X1 +X2 + · · ·+Xnだけでなく，X = X2
1 +X2

2 + · · ·+X2
nを知っておくことも

統計学的には大事なことであり，以下の定理が知られている．X1, X2, · · ·Xnが一般の

場合ではないが，すべて標準正規分布N(0, 1)に従う場合の定理である．*4

定理 9 X1, X2, · · · , Xnがすべて独立で標準正規分布N(0, 1)に従うならば，Y =

X2
1 +X2

2 + · · ·+X2
nは自由度 nの χ2分布 χ2(n)に従う．

*4 χ2 分布の定義は次のセクションで扱う．

21



平成 27年度　数学科リレー講習「統計入門」 ４日目

§ 6 χ2分布（カイ２乗分布）

χ2分布の有用性は定理 9に依る．定義は難しいので，グラフの概形を知っておくだけ

でよい．

定義 （χ2分布）確率密度関数 f(x)が

f(x) = 1
Γ
(
n
2

) (
1
2

)n
2
x

n
2
−1e−

x
2 (x > 0)

で与えられる確率分布を自由度 nの χ2分布（カイ２乗分布）といい，χ2(n)という記号

で表す．*5

定理 10 自由度 nの χ2分布 χ2(n)にしたがう確率変数X の平均，分散はそれぞ

れ平均 E(X) = n，分散 V (X) = 2n で与えられる．

*5 ここに現れる Γ(s) はガンマ関数と呼ばれるもので，Γ(s) =
∫∞
0 e−xxs−1dx として定義される．わからないと思うが，よ

く知られている大事な関数だと思っておけばよい．
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イメージしやすいようにグラフをいくつか載せておく．

図 15 χ2(1) 図 16 χ2(2)

図 17 χ2(3) 図 18 χ2(4)

図 19 χ2(5) 図 20 χ2(6)
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