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海城プレスでの実施報告のまとめ

担当者の報告

１日目 1623年に生まれ、1662年に没した数学者にして物理学者、そして哲学者であるB.パ
スカル。その生誕四百年を記念して、今夏の数各科リレー講座が行われます。学年の
枠を越えて、150名余の意欲的な受講者が講堂に集います。

初日は、今回の講座の内容の簡単なガイダンスと、パスカルの思想書である『パンセ』
とそのなかにあるいわゆる「パスカルの賭け」について紹介しました。

そして本日のテーマである、『パスカルの三角形』とその周辺の話題へと移りました。

まず、多項式の展開の復習をし、その後、「二項定理」を紹介。この辺りが初めての学
習となる中１、中２生の多くが、パスカルの三角形が多項式の係数に関係することに
驚いていました。

後半は、パスカルの三角形に潜む有名数列を十例ほど紹介。三角数をはじめ、フィポ
ナッチ数列やカタラン数など、いわば数学上の『名優』たちの登場に、多くの受講者が
魅了されていました。

最後の約 30分は、有用なツールである『オンライン整数大事典』を用いた『パスカル
の三角形に潜む名優の大捜索大会』とし、会場は大いに盛り上がりました。

ここでは中１、中２が大活躍。結果、複数の生徒が上記のオンライン大事典中に納めら
れている有名数列を発見！ 150名余が数学上の新しい発見?!?に立ち会うことができ、
興奮歓喜のうちに初日が終了しました。

名優探しの体験を通して、数学も自然科学の一部ゆえ、『発見がさき、論理はあと（故
山本矩一郎先生の言葉）』であることが受講者に体感されれば、初日担当としてこれに
すぐる喜びはありません。

さて、発見できたみなさん！ つぎは論理をつけて『数学』にするターンです。是非と
もそれを成功させ、夏の掉尾を飾って欲しく思います。 初日担当者

２日目 2日目の前半では、パスカルがフェルマーと解いた、確率論の起源と言われる未完の
ゲームの問題（分配問題）を扱いました。1日目で数三角形について学んだ生徒たちは、
確率の問題にも数三角形が関係していることに驚いていました。

後半では前半で登場したカルダーノ・ガリレオのサイコロ問題（いくつかのサイコロ
を投げて出た目の和のうち、最も出やすい値は何か？）を扱ったのちに、余事象や期待
値といった確率におけるいくつかの興味深いトピックを取り上げました。特に、余事
象を通して「確率 1％の意味」と、効用やリスクの概念に触れながら「人間は期待値だ
けでは動かない」という 2点を、中学一年生にも理解できるように説明しました。



３日目 3日目は、パスカルが 16歳のときに発見した「パスカルの定理」と関連する諸定理
について、初等幾何の知識を用いて証明を試みました。

まず始めに、土台として「パッポス（パップス）の定理」を紹介するとともに、2直線
の位置関係や点の取り方を色々と変えて実際に作図してみました。点の位置が変わっ
ても、ルールに従って定めた 3点が必ず一直線上に並ぶことには「この事実を 16歳で
見つけたパスカルはすごい！」と驚きの声があがっていました。講座ではメネラウス
の定理とその逆を紹介し、この 2つを用いてパッポスの定理の証明も行いました。

パッポスの定理は 2直線上に 3点ずつ点をとっていましたが、これが直線ではなく円
周上に 6点をとっても同様の事実が成り立つということを手を動かして確認し、パッ
ポスの定理を発展させた形としてパスカルの定理（円の場合）を紹介しました。証明す
るための道具として「方べきの定理」を導入し、メネラウスの定理を複数回用いること
で円の場合におけるパスカルの定理を証明することができました。メネラウスの定理
をまだ学習していない中学 1年生にとっては、三角形と直線が交わらないとき（辺の
延長と交わる場合）にどのように適用するのか苦労している様子が伺えましたが、な
んとか食らいつこうとする姿が印象的でした。パスカルの定理は円だけでなく円錐曲
線（楕円・放物線・双曲線）でも成り立ちます。今回は初等幾何のアプローチで証明し
ましたが、後半 3日間で「射影平面」という概念を導入すると鮮やかに示せるので乞う
ご期待。

最後に、これまでも度々登場したパスカルの著書「パンセ」について、より掘り下げて
紹介しました。「考える葦」以外にも、「クレオパトラの鼻」や先輩にあたる「デカルト
批判」、「幾何学と繊細」の一節にふれ、パスカルの考えに受講者全員で思いをめぐらせ
ながら、リレー講座前半が幕を閉じました。

４日目 リレー講習の四日目、講義の前半では、ブリアンションの定理を紹介しました。ブリ
アンションの定理とは、『円錐曲線に外接する六角形ABCDEFの対角線AD, BE, CF

が 1点で交わる』という、とてもシンプルな定理です。講義では、円錐曲線における極
と曲線の関係を巧みに利用することで証明をすることができましたが、この証明には
穴があります。『2直線の交点が存在しない場合』の議論が抜けていたのです。これを
解決するために後半の話に引き継ぎました。

講義の後半では、前半の問題点の解決のために『射影平面』という概念を導入しまし
た。この射影平面上ではどのような 2直線も必ず交わります。つまり、平行な 2直線
も無限遠点で交わると考えるのです。射影平面を用いた議論をすることで、ブリアン
ションの定理の場合分けは不要になりますが、ここで得た概念を 5日目と 6日目に深
掘りしていき、最終的にブリアンションの定理の証明を完成させたいと思います。

５日目 5日目では、まず 4日目後半で得た射影幾何学のイメージを携えて『射影平面』につ
いて更に詳しく考えていきました。射影とはその名の通り (光源からスクリーンへ)射
した影を表し、その光源に目をやれば、1本の光線は 1点の影になることが分かりま



す。これが“直線を点とみる”という射影平面を理解する上で欠かせない考え方であ
り、このことを用いて座標や無限の彼方にある点が定義できることをみました。また、
射影平面を考える理由の 1つに、「2直線は必ず 1点で交わる」ことが挙げられ、この
証明も“点を直線とみる”ということを用いて幾何学的に行いました。

後半には、パスカルの定理と合わせて射影幾何学の基本定理と呼ばれる『デザルグの
定理』を、ユークリッド平面上にある場合と比べながら、場合分けが必要ない射影平面
上で考えることが自然であることをみたのち、代数的に証明しました。

最終日 6日目講義の前半は射影平面の双対という概念に触れました。

ある射影平面上でのいくつかの「点」と「直線」に関する定理は、「点」と「直線」を
入れ替えた命題 (=双対命題)でも成り立つということを双対平面を導入することで証
明しました。そして、5日目で学んだデザルグの定理の双対命題を考えることで、新た
な定理を手に入れることができました。さらに、既約な二次曲線が絡んだ場合でも双
対命題は成り立つことを確認し、射影平面の双対性の美しさに感動しつつ、加えてい
ままで登場してきたパスカルの定理とブリアンションの定理には実は関係があったこ
とを仄めかして後半にバトンを渡しました。

６日目後半は，パスカルの定理の証明と，双対性によりブリアンションの定理を示す
内容でした。

射影平面を導入することで，２直線が平行か交わるか区別することなく定理を記述し，
代数的な手法で証明を与えました。証明の記述は多少煩雑に見えますが，用いる性質
は難しくなく，読み返してみれば理解できるものです。次に，具体的な点と直線の対
応をつけることで，２つの定理が双対定理であることを確かめ，４日目の懸案であっ
たブリアンションの定理を鮮やかに（実質的な証明はせずということ）示しました。

６日間のリレー講座の後半は，パスカルの定理を目標に，若いパスカルが著した「円
錐曲線論」から，双対原理とともに大きく発展した射影幾何学を辿ることで終了しま
した。

受講生の感想

１日目

（中 1） １日目の講座は、とても面白かったです。特に、僕は探求 timeが好きなのですが、
パスカルの三角形から、かくされた数列を見つけるというスケールの大きい探求は、と
てもワクワクしました。発見して前にたったときはすごく緊張しましたが、数列が存
在することがわかったとき“数列の差を書き出し、さらにその差を書き出すと、元の数
列がずれたそのままの数が並んだ数列になるような、おもしろい数列”があることに
とてもおどろきました。また、自分の気持ちがわきかえるようで、とてもワクワクす



る授業でした。やっぱり数学っていいな～と思い、自分への励みにもなりました。ま
た、何かの授業で、探求 timeがあるといいなとおもいます。

（中 1） 僕はパスカルの三角形には中学受験の塾で初めて出会いました。そのときには講座
の中で言われていた自然数と三角数しか習いませんでした。そのためこの講座でフィ
ボナッチ数やカタラン数が隠れていると知ったときにはとても驚きました。そして、そ
の後の探求 timeでは友達が数列を見つけているのを見て、それだけたくさんの数列が
隠されていると感じることが出来ました。

（中 1） １日目の講座は、とても面白かったです。特に、僕は探求 timeが好きなのですが、
パスカルの三角形から、かくされた数列を見つけるというスケールの大きい探求は、と
てもワクワクしました。発見して前にたったときはすごく緊張しましたが、数列が存
在することがわかったとき“数列の差を書き出し、さらにその差を書き出すと、元の数
列がずれたそのままの数が並んだ数列になるような、おもしろい数列”があることに
とてもおどろきました。また、自分の気持ちがわきかえるようで、とてもワクワクす
る授業でした。やっぱり数学っていいな～と思い、自分への励みにもなりました。ま
た、何かの授業で、探求 timeがあるといいなとおもいます。

（中 1） 僕はパスカルの三角形には中学受験の塾で初めて出会いました。そのときには講座
の中で言われていた自然数と三角数しか習いませんでした。そのためこの講座でフィ
ボナッチ数やカタラン数が隠れていると知ったときにはとても驚きました。そして、そ
の後の探求 timeでは友達が数列を見つけているのを見て、それだけたくさんの数列が
隠されていると感じることが出来ました。

（中 2） 今回の数学科リレー講習で、パスカルの三角形は多項式の乗算に使えるのだと知っ
てとても驚きました。

また、パスカルの三角形の中に存在するさまざまな規則をもつ数列に興味を持ちました。

それを自分で見つけ出す作業が面白かったです。

去年もこの講座を受けたのですが、毎年取り上げられるテーマが違い、飽きることが
ない講座です。

色々な先生から講義を受けられる上、話し上手な先生が多く、難しい内容でもわかり
やすいため、来年も受けたいと思っています。

（中 2） パスカルの三角形にこれほど多くの有名数列や規則性が隠れているのが不思議で、
規則性の１つでもいいので自分で証明してみたくなりました。

また、パスカルの三角形の中から、独自の視点から有名数列を自分で見つける事が出
来たのは自分でも驚きました。嬉しかったです。

このリレー講座は、数学が面白いと思わせてくれて、自分で調べるためのヒントをく
れる講習だと思います。



講習初日のお話で、明日以降の内容にとても興味が深まりました。凄い講習をして下
さり、ありがとうございます。

（中 2） パスカルの三角形の中に様々な数式が隠れているのを知りパスカルの三角形の偉大
さにとても驚きました。実際に数式を見つけるところを見て感動しました。

２日目

（中 1） 中一の僕でもわかるように、全体的にわかりやすく 1から説明されていた。

初めは全く関係ないと思っていたが、確率の計算が数三角形の中に出てきたので不思
議に思った。

また、「100回やれば当たる」ことと「1/100の確率で当たる」ことの違いの説明がよ
くわかった。

（中 1） 今まであまり触れたことのなかった確率論を題材として初心者の僕でも楽しくわか
りやすく学べてよかったです。家でもいろいろなパターンで考えてみたいです。

（中 3） 1日目のパスカルの三角形の話題から二日目の今日は確率の話題でどうつながるの
かと思っていたが、確率にもパスカルの三角形が応用できたり、そこから現実的な話
まで拡張されるところが面白いと思った。

３日目

（中２） パッポスの定理という新しい定理がとても面白かった。いろいろな場合でも交わ
る 3つの点が一直線であることに驚いた。パッポスの定理の証明において、メネラウス
の定理を使うためかなり難しかったが、少し理解でき興味をもった。パスカルの定理で
もメネラウスの定理と方べきの定理を使っており、メネラウスの定理がキーになって
いることを知った。どちらの定理もいくつかを組み合わせてから証明しなければいけ
ないのでややこしかったが、先生方の説明が分かりやすかった。１番おどろいたのが、
楕円でもパスカルの定理が成り立つというものだった。放物線も成り立つのを知って
確かめたいと思った。最後に「パンセ」を読んだ。パスカルは哲学者でもあり「人は
考える葦」という言葉を残しており彼自身の考え方がよく分かり、興味深くパスカル
の天才さがよく分かった。

（中 1） 1日目、2日目よりもレベルの高い話しだったけれど、その分集中して考えられて
良かったです。また証明の問題では新しい定理を知れたことが嬉しかったです。パン
セの話ではパスカル独自の思想に触れられ、哲学に興味がわきました。

（中 1） パッポスやパスカルの見つけた定理を知り、証明の仕方を知ることができ良かった。

（中 2） パッポスの定理とパスカルの定理は結構難しそうなのに、知っている定理で証明で
きるのが面白かった。



（高 1） 僕がリレー講座で１番面白かったのは 3日目のパッポスの定理の証明です。最初は
座標平面という制限下で成り立っているのを示し、次に任意の 2直線でも成り立って
いることに驚きを感じました。その証明を自分が今まで習ってきたメネラウスの定理
で行っていることに感動しました。この 3日間で改めて数学は奥深く面白いものだと
実感しました。

４日目

（中 3） ユークリッド幾何での平面に無限遠点という概念を加えるだけで 2.5次元みたいな
射影平面ができることに、数学の奥深さと難解さを感じた。この世界なら 90◦, 90◦, 0◦

の三角形を作ったり、色々面白いことができそう。

同値関係や極など知らないことを色々知れて興味が湧いた。～以外の同値関係の同値
類の集合がどんなものになるのか考えてみたい。

５日目

（中 3） ４日目に無限遠点の導入があったが、５日目は射影平面を使って方向があるという
話から入った。真逆の方向にある無限遠点は同一直線上にあるため、同じように表す
ことができるというところが少し変な感覚になったが、実際そうなることがわかって
面白かった。さらに円状に取り囲んでいる無限遠点の集合を無限遠直線と呼ぶことも
深みを感じた。無限遠点で交わることが通常の数学で言う平行概念をひっくり返すよ
うな講義だった。

６日目

（中 2） 僕は今回の講習を通して、今までの数学の知識をすごく広げられたと感じた。今回
の講習の後半では射影幾何学について学んだが、僕は射影幾何学について全く知らな
かったのですごく新鮮だった。また、5日目に出てきた「無限遠点」と言う考え方や、
それを使ったパスカルの定理の証明はユークリッド平面の時と比べすごくスッキリし
ていてわかりやすかった。そして、今回の講習ではパスカルの定理以外にもパッポス
の定理、デザルグの定理などさまざまな定理を知ることができてとても面白かった。

（中 3） 最初に双対について説明があり、それを実際に考えることができてよかった。ま
た、それをつかってパスカルの定理からブリアンションの定理を証明するところがき
れいだと思った。ふつうの平面上のブリアンションの定理では不足しているところを
射影幾何で完璧に証明できていて感動した。


